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Mo¢ broja jedan

Benfordov zakon, koji opisuje distribuciju prvih cifara u skupu brojeva, postao je popularna metoda u
razli¢itim granama istrazivanja. Prema datom zakonu, nije jednako verovatno da ¢e se cifre od 1 do 9 naéi
na prvom mestu u broju, ve¢ se pojavljuju u odredenim proporcijama koje su definirane logaritamskom
raspodelom. U daljem radu definisa¢emo fenomen i opisati put njegovog razvoja, da bismo potom
istrazili primenu zakona vodece cifre u razli¢itim oblastima, uklju¢ujuéi finansijsku analizu, forenziku,
prirodne i drustvene nauke. Odgovri¢emo na pitanje kako nam brojevi mogu otkriti istinu. Osim

toga, analiziramo i neke od kritika i ogranicenja ovog zakona.

Razvoj Benfordovog zakona

Fenomen i zakon prve cifre prvi put je zapazen jo§ 1881. go-
dine od strane Sajmona Njukomaﬂ Tada, svoj istrazivacki Slika 1: Simon Newcomb
rad zapoCeo je objasnjenjem: ,Ideja da se deset cifara ne po-
javljuje sa jednakom frekvencijom mora biti oc¢igledna svakome
ko ucestalo koristi logaritamske tablicd’} Lako se moze uoéiti
da se prve stranice trose mnogo brze od poslednjih“. (Newcomb
(1881)) Ipak, sam rad prosao je otpuno nezapazeno. Naime,
ideja da postoji znacajna disproporcija u pojavama ¢ije veli¢ine
pociju brojem 1 u odnosu na pojave ¢ije vrednosti pocinju, na
primer, po¢inju brojem 9 delovala je potpuno kontraintuitivno.
Takode, smatra se da je nedostatak jasnog matematickog dokaza
i objasnjenje ujedno uticao da fenomen ne bude prepoznat i opste

prihvacen.

Clanak je bio zaboravljen skoro Sest decenija, dok fenomen nije
(re)otkriven od strane Frenka Benfordaﬂ, israzivaca i fizicara

u Dzeneral elektriku (engl. General Electric). Interesantno je da je Frenk, takode, bio inspirisan

1. Sajmon Njukom (1835-1905), kanadsko-americki astronom i matematicar

2. U 20. veku logaritamske tablice koris¢ene su kao alat za mnozenje dva broja pronalazenjem logaritama zeljenih brojeva
u tablicama, zatim sabiranja dva logaritma, a nakon toga anti-logaritmovanjem zbira u cilju pronalazenja proizvoda dva
inicijalna broja

3. Frank Albert Benford (1883-1948), americki elektroinzenjer i fizicar



neobi¢noséu koju je prethodno bio primetio Njukom u vezi koriSéenja logaritamskim tablica, iako nije
bio upoznat sa njegovim radom. Narednih nekoliko godina posvetio je prikupljanju preko 20 000 po-
dataka, ”koliko su vreme i energija dozvoljavali”, iz razlic¢itih izvora kao Sto su povrSine reka, sport-
ska statistika, atomske tezine elemenata i brojevi koji se pojavljuju u ¢asopisu Riders Dajdzest (engl.
Reader’s Digest). Tada verovatno niko nije mogao ni da predvidi Sirinu primene ovakvog fenomena, te

da razume i objasni strast i istrajnost Benforda u ovom istrazivanju.

Jednom prilikom je i rekao: ,, Naravno da niko nije zainteresovan za
Slika 2: Frank Benford stange logaritamskih tablica kao takvima, medutim, ovo pitanje dobija na
znacaju ukoliko uzmemo u obzir da su logaritamske tablice bile jedne od
kljuénih alata u stvaranju nase naucne, indZenjerske i opste literature .
(Benford (1938))) Rezultati viSegodisnjeg istrazivanja prikazani u Tabeli
potvrduju sumnju da je malo verovatno da inzenjeri i fizicari imaju
preferencije ka logaritmima brojeva koji poc¢inju sa jedan. Da bi dokazao
zakon prve cifre, Benford je morao da izvrsi preko 20 000 prorac¢una
potpuno ru¢no. Shodno tome, interesatno je primetiti da rezultati
prikazani u tabeli nisu najprecizniji, te da bi zbir svih proseka bio jedna
verovatnodi sigurnog ishoda, preciznije jednak jedinici, tek kada bi se

decimalni zapis pomerio dva mesta ulevo. Kao rezultat sprovedenog

eksperimenta, Benford je uocio sledeéi obrazac: verovatnoca da ce se
cifra jedan pojaviti na prvom mestu bliska je logaritmu broja 2, dok se
¢ini da je relativna zastupljenost brojeva koji poc¢inju cifrom 2 bliska logaritmu broja % Ovakav sablon

se nastavlja sve do cifre 9, ukazujuéi na monotono opadanje od log(1+ %) ~ 0.301 do log(1+ %) ~ 0.046.

Jednostavnije rec¢eno, Benfordov zakon nalaze da, ukoliko poredamo podatke u rastuéi niz, oni ¢e otpri-
like pratiti geometrijski niz (,otprilike“ zbog ¢Cinjenice da je moguée naiéi na dva identi¢na podatka u
Benfordovom setu). Ono $to se stavlja kao uslov jeste da ¢e data aproksimacija biti pribliznija na skupu
viSecifrenih brojeva. Dok za ocekivanu frekvenciju cifara na prvom mestu vazi da formira monotono
opadajudi logaritamski niz, verovatnoca da se cifre od 1 do 9 nadu na drugoj poziciji prati priblizno uni-
formnu raspodelu. Kod treée i cetvrte cifre, odstupanje empirijskih proporcija od o¢ekivane uniformne
raspodele su zanemarljivo. (Tabela .

Ono §to je vaznije, Benford je uspeo da empirijski dokaze vaznost i univerzalnost pomenutog fenom-
ena u svom radu pod nazivom ,,Zakon brojeva sa anomalijom“, objavljen 1938. godine u nauc¢nom
Casopisu objavljenom od strane americkog filozofskog drustva. Zasto je bas ovakav naslov izabrao za
svoj rad? Tokom svog eksperimenta, Benford je zakljucio da je uoceni logaritamski Sablon uocljiviji na
nizu nasumicnih, takozvanih , brojeva bez logicke veze“ kao §to su recimo arapski projevi pronadeni u
nekoliko uzastopnih ¢lanaka na naslovnoj strani lokalnih novina (ne ra¢unajuéi datum). Njukom ih je
jos nazivao ,,prirodnih brojevima* zato $to brojevi koji koriste naucnici nisu ni ¢isto slucajni brojevi,

ali ni ¢isto deterministicki. Takode, zanimljivo je da, uprkos ¢injenici da mnoge pojave ukljucene u
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Tabela 1: Procentualna zastupljenost prirodnih brojeva od 1 do 9 kao prve cifre u posmatranom broju
u skupu od 20 229 opservacija

Prva cifra

Pojava Broj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Diff

Rivers, Area 335 310 164 10.7 11.3 7.2 8.6 5.5 4.2 51 9.8
Population 3259 339 204 14.2 8.1 7.2 6.2 4.1 3.7 2.2 16.6
Constants 104  41.3 144 4.8 8.6 10.6 5.8 1.0 2.9 10.6  34.9
Newspapers 100 30.0 18.0 12.0 10.0 8.0 6.0 6.0 5.0 5.0 2.8
Spec. Heat 1389 240 184 162 146 10.6 4.1 3.2 4.8 4.1 24.2

Pressure 703  29.6 183 128 9.8 8.3 6.4 5.7 4.4 4.7 3.2

H.P. Lost 690 300 184 11.9 10.8 8.1 7.0 5.1 5.1 3.6 4.8
Mol. Wgt. 1800 26.7 252 154 108 6.7 5.1 4.1 2.8 3.2 23.2
Drainage 159 271 239 138 126 8.2 5.0 5.0 2.5 1.9 216
Atomic Wgt. 91 472 18.7 5.5 4.4 6.6 4.4 3.3 4.4 5.5 35.4
nt Vn, ... 5000 25.7  20.3 9.7 6.8 6.6 6.8 7.2 8.0 8.9 228
Design 560  26.8 14.8 143 7.5 8.3 8.4 7.0 7.3 5.6 16.6

Readers’ Digest 308 334 185 124 7.5 7.1 6.5 5.5 4.9 4.2 8.4
Cost Data 741 324 188 101 101 9.8 5.5 4.7 5.5 3.1 12.4

X-Ray Volts 707 279 175 144 9.0 8.1 7.4 5.1 5.8 4.9 74
Am. League 1458 32,7 176 126 9.8 7.4 6.4 4.9 5.6 3.0 6.6
Black Body 1165 31.0 173 141 8.7 6.6 7.0 5.2 4.7 5.4 7.2

HRIZOTOZZECER~—"DoDQHEITQ®E»>| Grupa

Adresses 342 289 192 126 88 85 64 56 50 55 54
nt,n? ... n 900 253 160 12.0 10.0 85 8.8 6.8 7.1 55 13.8
Death Rate 418 270 186 157 94 67 6.5 72 48 41 112
Prosek 1011 306 185 124 94 80 64 51 49 47 —

Moguéa greska — +0.8 +04 404 0.3 402 402 +02 £02 =£03 -—

Napomena: Tabela 1 je sastavljena uglavnom od ¢etvorocifrenih, petorocifrenih i Sestocifrenih brojeva.
Izvor: Benford (1938))

Tabela 2: Ocekivana raspodela frekvencija cifara definisana Benfordovim zakonom

Cifra Prva Druga  Treéa  Cetvrta
0 11968  .10178 .10018
1 .30103  .11389 .10138 .10014
2 17609 010882 .10097  .10010
3 12494 .10433  .10057  .10006
4 .09691 .10031 .10018 .10002
5 .07918 .09668  .09979 .09998
6 .06695 .09337 .09940 .09994
7 .05799  .09035 .09902 .09990
8 .05115 .08757 .09864 .09986
9 .04576  .08500 .09827  .09982

Izvor: Nigrini (1996)

Benfordovo istrazivanje, pojedina¢no ne prate zakon prve cifre, ,,ono $to je najblize zakonu jeste unija
svih table“ (Pogledati Raimi (1976)). Takode, nasumi¢no uzorkovanje iz svake od tabela proizvesée
raspodelu frekvencija prve cifre na nacin koji priblizno prati Benfordov zakon. Benford svoj rad za-
kljucuje slede¢im zapazanjem: , Analogija je potpuna i covek dolazi u iskusenje da pomisli da skala 1,2,
3, ... nije prirodna skala; medutim, ako ukljucimo Ojlerov broj e kao bazu prirodnog logaritma, prirodna
broji na sledeéi nacin: €°,e®,e?*,e3%, ... i gradi i funkcionise u skladu sa tim*“. (Benford (1938)) ”Ne

pamtim puno iz vemena kada je otac pisao o brojevima sa anomalijom osim da je istragu poceo nakon
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§to je primetio da su mu logaritmaske tablice bile prljavije na stranicama sa manjim ciframa. Takode
se secam da je uzivao dok je sa prijateljima pricao o svom pronalasku”, izjavio je Harry Benford, sin
Frenka Benforda.

Tako je opisani fenomen postao Benfordov zakon, dok u literaturi mozemo naiéi na jos nekoliko alterna-
tivnih naziva kao $to je zakon prve cifre ili zakon znacajne (vodeée) cifre. U znak seéanja na njegovog
pionira, povremeno se naziva i ,,Njukom-Benfordov zakon“. U knjizi ,,Benfordov zakon: teorija i pri-
mena“, unuk Frenka Benforda rekao je: ,, To Sto je ,,Zakon brojeva sa anomalijom“ mog dede postao
poznat pod nazivom ,,Benfordov zakon* umesto ,,Njukomov zakon* je istorijska slucajnost. Ne zalim

se, naravno, ali potomci Sajmona Njukoma imaju puna prava na nezadovoljstvo.“ (Miller (2015))

Sada, kada smo se upoznali sa osnovnom idejom, mozemo da damo i formalnu definiciju Benfordovog

zakona:

Definicia 1. (Benfordov zakon vodedce cifrfﬁ) Kazemo da skup podataka zadovoljava Benfordov

zakon ako je verovatnoéa pojave cifre d kao prve cifre priblizno jednaka log(1 + %)

Navedena formula u skladu je sa idejom da je distribucija vodeéih cifara pristrasna prema nizim ciframa,
te da se manje cifre poput 1, 2 ili 3 pojavljuju mnogo cesce nego cifre viSeg reda.
Navedenu pravilnost mozemo uopstiti, te definisati verovatnoée i na ostale pozicije brojeva od interesa

kroz tzv. Opsti zakon cifre od interesa. Zakon je formalno definisan na sledeéi na¢in (Hill (1995a)):

k
P(Dy = dy, ..., Dy = di) = logio[1 + (D _ di10"7%) 7] (1)

=1
gdejeke N,dy €1,2,..,9,d; €0,1,2,..,9ij = 2,..., k.

Intuitivno, mozemo primetiti da posmatrane cifre nisu nezavisne, te da vazi:

log(1+ fldQ)

P(Dy = dy|Dy = dy) = fog 1+ L)

Dakle, verovatnoéu pojave dvojke kao druge cifre bismo dobili na sledeéi nacin (Jednaéina |3)):

+log(1 + i) +log(1+ —=) 4+ log(1+ —)

= 0.10882

4. Nula ne moze biti prva cifra, dok se kod negativnih projeva, negativan predznak zanemaruje.
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Mozemo primetiti da zakon cifre od interesa kaze da je nula najverovatnija druga cifra (Tabela .
Interesantno je napomenuti da, iako Njukomb nije precizno definisao ove formule, mogli bismo pret-
postaviti da ih je bio svestan, a imajué¢i u vidu da je ve¢ u svom pionirskom radu jasno naznacio
verovatnocu javljanja cifre od interesa na prvom i/ili mestu.

Zmnagenje pojma prva cifra moze delovati sasvim jasno i intuitivno, no zbog izuzetaka koji postoje kod
brojeva manjih od nula, kao i brojeva koji se nalaze u intervalu 0 < z < 1, definiSemo pojam vodeée

cifre kroz Jednacinu |4}, a koristeéi se formom standarne (naué¢ne) notacijeﬂ
Standardni zapis = a x 10" (gde 1 < a < 10,in € Z) (4)

Na primer, 5,600,000 mozemo zapisati kao 5.6 x 10 u formi nau¢ne notacije. Ukoliko bismo zeleli da
saznamo prve dve cifre datog broja, zapisali bismo ga kao 56 x 10°. Da zaklju¢imo, Benfordov zakon
ne pravi razliku izmedu 30 i 30 000, kako obe veli¢ine pocinju brojem 3, dok su ostale cifre 0.

Prepoznavanje koji od skupova podataka ¢e najverovatnije pratiti Benfordov zakon, a koji nece, moze
biti od presudnog znacaja. Takode, posmatrani set podataka mora da opisuje slicne podatke, dok same
vrednosti ne smeju imati gornju i/ili donju granicu. U Tabeli 3| mozemo da vidimo znac¢ajno odstupanje
raspodele frekvencija prve cifre od one koja je opisana kroz logaritamski obarazac, a usled postojanja
gornje granice. Razlika izmedu ocekivane i empirijske raspodele frekvencije ne moze se opisati kao
znacajna u sluc¢aju druge cifre. Ovaj zakljucak moze svedociti obuhvatnijoj i manje osetljivoj primeni

datog fenomena u slucaju druge u odnosu na prvu cifru. (Pogledati Pericchi and Torres (2011))

Tabela 3: Distribucija prve i druge cifre bez i sa prisustvom gore granice

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
BL1 0.301 0.176 0.125 0.097 0.079 0.067 0.058 0.0512 0.046
BL1soo 0.330 0.193 0.137 0.106 0.087 0.073 0.064 0.006 0.005

BL2 0.120 0.114 0.109 0.104 0.100 0.097 0.093 0.090 0.088 0.085
BL2gy | 0.121 0.114 0.109 0.104 0.100 0.097 0.093 0.090 0.087  0.085

Izvor: Pericchi and Torres (2011)

Tako vazi preduslov da podaci ne smeju biti previSe ograniceni kako bi pratili Benfordov zakon, on
takode zahteva da podaci ne budu ni potpuno slu¢ajni. Mozda nam ova pretpostavka moze pomoéi u
davanju odgovora na pitanje kako i zasto nam pozavanje Benfordovog zakona ne moze povecati Sansu
za dobitak na lutriji, buduéi da svaki moguéi ishod ima jednake Sanse da se dogodi. Dr Nigrini je
primetio: ,, U lutriji je samo otrebno da neko jednostavno izvuce kuglice iz tegle. Kuglice zapravo i nisu
brojevi. One su oznacene nizom brojeva, ali se te oznake veoma lako mogu promeniti u imena Zivotinja.
Brojevi su uniformno rasporedeni $to znaci da svaki od njih ima jednoku Sansu da bude izvucen, a
Benfordov zakon se me primenjuje na uniformne raspodele“. (Browne (1998)) Takode, empirijski je
dokazano da je Benfordova raspodela uocljivija kada podaci u sebi sadrze brojeve razli¢itih redova

veli¢ina, preciznije, ukoliko je to skup jednocifrenih, dvocifrenih, trocifrenih, ¢etvorocifrenih... brojeva.

5. Cesto se koristi u oblasti nauke, astronomije i fizike, odnosno naukama koje rade sa veoma malim ili veoma velikim
brojevima.
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(The Spread Theory, pogledati Hill (1995b), Sambridge, Tkal¢i¢, and Jackson (2010), Raimi (1969)))

Ipak, moramo imati u vidu da je Benfordov zakon delimi¢no ograni¢en zato Sto ,,preferira“ veée brojeve

(barem ¢etvorocifrene) kako bi osnovne pretpostavke i kalkulacije bile ispunjene. Dalje, i kod brojeva

koji imaju od ¢etiri cifre moze vaziti Benfordov zakona, ali uz odredenu pristrasnot ka ciframa nizeg

reda. (Nigrini (2012)) Najzad, da bi se mogao uociti obrazac koji je opisan Benforovim zakonom,

potrebno je da set sadrzi najmanje 100 opservacija. (Vise o ovoj temi u nastavku: Figure 77)

Oblasti primene Benfordovog zakona

Nakon $to je sproveo eksperiment sa svojim stu-
dentima matematika na Tehnoloskom institut u
Dzordziji, Dr Hil]ﬁ je u jednom od svojih inter-
vjua istakao: , Istina je da vecéina ljudi ne zna da
na ubedljiv nacin laZira sopstvene podatke zato
Sto nisu dobro upoznati sa dobijenim rezultatima
ovog fenomena“. Njegov ekperiment bazirao se
na ideji da studenti ili bacaju 200 puta novcic 1
zabelezZe dobijene rezultate, ili da se pretvaraju da
su bacali novci¢ i da laZiraju 200 rezultata. On
je uspeo da prepozna laine rezultate tako Sto je
proverio da li rezultati studenata sadrie mizove
od Sest uzastopnih glava ili pisama, jer ,vecéina
prevaranata izbegava da beleZi duge rezultate ni-
zova pisama ili glava, verujuci da su takvi rezul-

tati nemoguéi“. (Browne (1998))

Pilot rezultati dobijeni na popisu iz 1990. godine
od ukupno 3141 drzava, pokazuju da je statistika
stanovnistva u skladu sa Benfordovim zakonom,
uprkos ¢injenici da je oko 1 000 od 19 000 brojeva
jednocifreno i dvocifreno. (Nigrini (1999))) Po-
daci pokrivaju veliki raspon brojeva i uglavnom
su rezultat egzogenih procesa i spoljnih efekata.
Dakle, pretpostavke Benfordovog zakona su is-
punjene. Pored toga, otkrili su da je zakon vazio

i za vrednosti projektovane za 1991. i 1992. god-

inu. Otuda, ako skup podataka prati Benfordov
zakon, to ¢e vaziti i za modele izvedene iz prvo-
bitnog niza. Ideja za pomenutu analogiju dosla je
od Varian (1972), dok Hil opusuje ovaj fenomen
kao ,,Benford-in-Benford-out “. (Hill (1995¢) and
Jamain (2001)) Hil zakljucuje: , Ovo bi mogao
biti test za validnost modela koji ima zadatak da
predvida buduée vrednosti posmatrane pojave —
ako dobijene vrednosti ne prate barem priblizZno
Benfordov zakon, revidirajte model“. (Matthews
(1999)))

Jos jedan zanimljiv slucaj primene Benfordovog
zakona jeste studija ¢iji je cilj bio da ispita
validnost makroekonomskih podataka dostavl-
jenih od strane gréke ambasade Evrostatu u
Luksemburgu. Kako je u datom skupu po-
dataka raspodela frekvencija cifara od interesa
znac¢ajno odstupala od logaritamskog Sablona
koji smo definisali, dobijeni rezultati sugerisali su
na moguce prisustvo kreativnog racunovodstva u
izvestajima gréke vlade. (Rauch et al. (2011)))
Benfordov zakon moze biti od koristi i za otkri-
vanje nedoslednosti u izbornim ishodima, $to je
takode atraktivno polje primene. (Za vise o
ovoj temi: ”FElection Forensics: Vote Counts and

Benford’s Law” (Mebane Jr (2006)))

Pored navedenih primera, Malkom Sambridz u svom radu ”Benford’s Law in the Natural Sciences”

6. Teodor Preston Hil (1943 - ), americki matematic¢ar specijalizovan u oblasti teorije verovatnoce
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uvodi skupove podataka sa lognormalnom distribucijom koja opisuje mnoge prirodne pojave (Tabela
@),
Tabela 4: Distribucija prve cifre izrazene u procentima za razlic¢ite skupove podataka u fizici

Distrbucija prvih cifara

1 2 3 4 5 6 7 8 9
P, 301 176 1249 969 792 6.69 58 512 4.58
Geomagnetno polje 289 177 133 9.4 8.1 6.9 6.1 5.1 4.5
Geomagnetni pokreti 32.3 194 139 11.8 5.3 4.3 3.2 5.4 4.3
Seizmicke brzine talasa ispod J3 Pacifika 30.0 17.6 13.3 9.8 7.9 6.4 5.6 4.89 4.47
Zemljina gravitacija 33.0 16.6 11.2 8.5 7.5 6.7 594 5,57 5.03
Masa egzoplaneta 339 154 10.7 9.2 6.23 9.47 598 4.48 4.48
Grekvencija rotacije pulsara 33.9 20.7 127 7.6 5.3 5.00 4.94 4.67 4.88
Teleskop Fermi za detektovanje gama-zraka 30.3 17.9 13.00 9.9 76 696 523 523 272
Dubina zemljotresa 31.6 169 14.00 869 6.98 7.42 527 458 4.36
S-A seizmograf 284 15,7 125 9.6 8.97 7.37 6.52 6.04 4.93
Emisije gasova steklene baste u zemljama 299 179 114 7.6 9.2 815 597 489 4.89
Globalne temp anomalije 1880—2008 277 194 127 12.1 8.9 54 6.61 4.32 2.81
Osnovne konstante u fizici 34.00 184 9.2 8.28 858 7.36 3.37 521 5.52
Globalni slucajevi zaraznih bolesti 33.7 16.7 13.2 10.7 7.3 54 456 5.07 3.34
Geometrijski niz 29.8 174 13.00 10.00 7.8 6.6 58 5.00 4.6
Fibonacijevi brojevi 30 17.7 125 9.6 8.00 6.7 5.7 5.3 4.5
Kombinovano 309 174 132 9.00 7.6 6.4 5.7 4.8 5.00

Izvor: Sambridge, Tkal¢ié, and Jackson (2010)

U njegovoj knjizi ”Benfords Law Applications for Forensic Accounting, Auditing, and Fraud Detection”
(Nigrini (2012)), Mark Nigrini naglasava: ,,Najznacajnija dostignuéa u razvoju i popularizaciji fenom-
ena desila su se u akademskom krugu. Online baza (Berger, Hill, and Rogers (2009))) sadrzi oko 750
obavljenih radova na temu Benfordovog zakona. Pretpostavljam da ¢e do kraja 2015. godine ova brojka
doé¢iido 1500. U 1975. godini bilo je samo 50 radova na datu temu, dok je 2000-ih bilo oko 150¢“. Dugo
je nedostatak matematicki rizogoroznog dokaza mucio nau¢nike. Veruje se da se do adekvatnog dokaz
doslo tek 1995. godine od strane T. P. Hilla, koji se prisetio rezultata Benforda i ¢injenice da je unija
svih tabela najbliza Sablonu koji nalaze Benfordov zakon. (Hill (1995a), Hill (1995c)) Znacajan broj
radova i istrazivaca dali su svoj doprinos da pomenuti fenomen dobije i svoje matematicko uporiste.
(Matthews (1999)), Pinkham (1961), Berger and Hill (2011)), Kossovsky (2006])). Neke od zanimljivijih
osobina fenomena jeste ideja da je Benfordov zakon invarijantan na promenu logaritmaske baze (engl.

base invariance), kao skaliranje podataka nenultom konstantom (engl. scale invariance).
Finansija i Racunovodstvo

Mnoge studije su potvrdile njegovu primenu u ra- ciju prvih cifara koju predvida ovaj zakon. U

zli¢itim oblastima, uklju¢ujuéi forenziku i finan- ranim dvadesetim godinama 20. veka, pret-

sijsko izvestavanje. Kao sto smo videli, Benfor-
dov zakon moze otkriti prevaru u finansijskom
izvestavanju, buduéi da manipulisani finansijski

izvestaji najcesée ne postuju prirodnu distribu-

postavljamo da ni sam Benford nije mogao da
vidim prakti¢énu primenu sopstvenog rada. Za-
kljuéci i rezultati njegovih numerickih analiza, za

koje je bilo potrebno nekoliko godine, nisu bili

Strana 7



primenljivi u tim vremenima. Tek 1988. godine,
Benfordov zakon bio je prvi put koriSéen u is-
trazivanju Carsla Karslava. Kroz svoju studiju,
Karslav je primetio da mnoge kompanije koje su
objavile pozitivan (negativan) finansijski rezultat
imaju visu (nizu) frekvenciju nule (devetke) na
mestu druge cifre u profitu. Ovo zapazanje bio
je dovoljno dobar dokaz za psotojanje sumnje da
je doslo do finansijskih pronevera, $to je ubrzo i
dokazano. (Carslaw (1988]))

Kroz ispitivanje potencijalnih obasti u kojima
bi zakon vodece cifre imao znacajnu primenu,
Mark Nigrini imao je znacajan uticaj da dalji
razvoj Benfordovog zakona, posebno kroz pred-
stavljanje ragzlicitih statistickih testova kojima
bi se dokazala signifikantna razlika izmedu em-
pirijski i teorijski ocekivane raspodele. ,On je
kroz svoju doktorsku disertaciju ponudio mogudée
nacine upotrebe Benfordovog zakona za otkri-
vanje utaje poreza, nakon Cega je sam stupio
u kontakt sa njim §to je rezultovalo saradnjom
koja je bila od obostrane koristi.“ Dalje, u jed-
nom od intervjua, Robert Barton se priseéa:
,NaSa kancelarija reSavala je sedam razli¢itih
slucajeva finansijske prevare koje smo ubrzo i
dokazali, a zatim sto te slucajeve iskoristili kao
test kompjuterskog programa koji je ponudio dr
Nigrini. Program je ispravo uocio svih sedam
slucajeva kao vrlo verovatnih prevara“. Ispiti-
vanje povracaja poreza predsednika Klintona u
radu A taxzpayer compliance application of Ben-
ford’s law” (Nigrini (1996))) bio je jedno od prvih
i ispracenijih primena Benfordovog zakona radi
ispitivanja validnosti podataka, a kroz upotrebu
softverskog resenja koji je ponudio Nigrini. Anal-
iza je pokazala da, iako postoje odredene cifre
¢ija raspodela frekvenija odstupa od ocekivane,

odstupanje nije znacajno, te da ne ukazuje na

postojanje prevare. Bez obzira na ishod, ovaj
slu¢aj imao je ogroman doprinos na Sirenje i
otkrvanje daljih oblasti primena opisanog fenom-
ena. Naime, zaklju¢eno je da Benfordov zakon
ima dobre potencijale da postane zvanican de-
tektor za utaju poreza, kao $to je prvobitno i bilo
prepoznato u istrazivackom radu ,,Primena Ben-
fordovog zakona pri detektovanju utaje poreza*“.
Dalje, 1996. godine Eduardo Lej utvrdio je da
su jednodevni prinosi na glavne berzanske in-
dekse kao §to su S&P 500 i insutrijski indeks
Dau Dzouns prilicno u skladu sa Benfordovim
zakonom. (Pogledati Ley (1996)) Kako bi ilus-
trovao Benfordov zakon, dr Mark J. Nigrini je
ponudio sledeéi primer: ,,Ako pretpostavimo da
je prosek cena akcija Dau Dzonsa indeksa 1 000
dolara, naSa prva cifra bi bila 1. Da bismo dosli
do prose¢ne cene akcije na nivou gde je prva cifra
2, vrednost mora da se uveca za 100 posto, tj.
da se duplira. Recimo da cena indeksa raste po
stopi od oko 20 posto godisnje. To znaci da bi
bilo potrebno ¢ak pet godina da data veli¢ina
dostigne vrednost koje ¢e pocinjati sa cifrom 2.
Ali ukoliko prepostavimo da inicijalna vrednost
pocinje brojem 5, potrebno je samo povecanje
od 20 posto da bi se sa 5 000 doslo na 6 000, sto
je ekvivalentno periodu od godinu dana. Kada
indeks dostigne vrednost od 9 000, potrebno je
povecanje od 11 procenata i samo sedam meseci
da dostigne 10 000 maraka, koja pocine brojem
1. U tom trenutku pocinjete ispocetka sa prvom
cifrom koja je sada 1. Jo$ jednom morate ud-
vostruciti broj, sa 10 000 na 20 000, pre nego
§to dostinete 2 kao prvu cifru. Kao Sto vidite,
broj 1 preovladava na svakom koraku progresije. “
(Browne (1998))

Dakle, Benfordov zakon mozemo smatrati pouz-

danim instrumentom za iskazivanje sumnji o po-
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tencijalnim prevarama, proneverama, utajama
poreza, kao i greskama koje prave racunovode
ili komjuteri. Pomenuti pristup je Siroko pri-
hvaéen u forenzickom racunovodstvu. Procedura

za analizu cifara zasnovana na Benfordovom za-

bro poznatih softverskih paketa za revizore kao
sto je ACL i CaseWare 2002. Poznato je da se
tehnologije koriS¢ene za analizu zakona prve cifre
uglavnom fokusiraju na racune i transakcije na

strani pasive.

konu treutno je dostupna u okviru nekoliko do-

Boyle ((1994) je pokazao da ¢e Benfordov zakon vaziti ¢ak i kada su elementi rezultat slu¢ajnih promenljivih
koje su podeljene/pomnozene. Ovo sugerise da se Benfordov zakon moze primeniti na ra¢unovodstvene

podatke, koji su ¢esto rezultat matematickih procedura. Durtschi, Hillison, and Pacini (2004) su
ponudili smernice u kojoj situaciji analiza primenom benfordovog zakona moze doneti razumne za-

kljucke:
Tabela 5: Podacima na kojima Benfordov zakon (ne) bi trebao da vazi

Kada smemo da koristimo Primer

Benfordov zakon?

Setovi podataka nastali kao kombinacija Potrzivanja (cena x koli¢ina)

druga dva seta podataka

Podaci na nivou transakcija Isplate, uplate troskovi

Veliki setovi podataka - viSe je bolje Transakcije iz cele kalendarske godine

Setovi u kojima vazi pozitivna asimetrija Veéina racunovodstvenih podataka

(asimetrija u desno)

Kada ne smemo da koristimo Primer

Benfordov zakon?

Cekovni brojevi, brojevi faktura,
postanski brojevi

Setovi podataka koji su vestacki
dodeljeni

Iznosi postavljeni kao limit za
odredene aktivnosti

Brojevi koji su proizvod ljudske odluke

Odredene pozicije na strani aktive/pasive
koje moraju da dostignu definisane
minimume da bi bile zabelezene

Setovi podataka sa unapred definisanim
minimumom i/ili maksimumom

Racuni koji su posebno kreirani da
beleze povracaj novca do 5 hiljada dinara

Racuni koji sadrze mnogo podataka koji su
specifi¢ni za datu firmu

Racuni na kojima nema zabelezenih Prevare, mito, namesteni ugovori

transakcija

Zakljucak

Benfordov zakon odnosi se na fenomen koji opisuje prirodnu distribuciju prvih cifara u skupu brojeva.
Moze se re¢i da je kontraintuitivan, buduéi da bi inicijalna pretpostavka bila da distribucija vodecéih
cifara prati uniformnu raspodelu, sto nije slu¢aj. Ova neintuitivnost je zapravo ono sto ¢ini Benfordov
zakon korisnim u analizi skupa brojeva, jer otkriva skrivene uzorke i nepravilnosti koji se ne bi otkrili na

intuitivan na¢in. Shodno tome, primena ovog zakona u forenzici postaje sve popularnija, jer moze biti

Strana 9



korisna u otkrivanju prevara i nepravilnosti u finansijskim izveStajima, kao i u drugim oblastima koje
zahtevaju analizu velikih skupova brojeva. Ono Sto ¢ini ovu oblast jo§ privlacnijom jeste ideja da su
razni segmenti idalje nedovoljno istrazeni, te postoje ogromni potencijali za dalji razvoj ovog fenomena.
Istrazivace i strucnjaci mogu osetiti posebno nadahnucée u oblasti razvoja statistickih testova koji ée
nam pomodi da otkrijemo u kojoj meri posmatrani skup podataka odstupa od teorijske raspodele, kao
i da jasnije izdvojimo podskup koji ¢e zahtevati dalju istragu. Ipak, moramo imati u vidu ogranic¢enja
koja nam stoje kao prepreka. Bilo da su podaci u skladu ili potpuno narusavaju Benfordov Sablon,
jedini zakljucak koji sa sigurnos$éu mozemo doneti jeste da ova tehnika analize ne dokazuje prisustvo

prevare i manipulacije, ve¢ radije samo nagovestavaju oblast koja zahteva dodatnu istragu.
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